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Uvod
U ovom diplomskom radu proucˇavamo polje kompleksnih brojeva kao jednu apstrak-
tnu algebarsku strukturu. U prvom poglavlju definirali smo neke osnovne pojmove
kao sˇto su binarne relacije i operacije te proucˇavali koncepte razlicˇitih algebarskih
struktura. U drugom poglavlju definirali smo skupove prirodnih, cijelih i racionalnih
brojeva kao podskupove jednog potpuno uredenog polja te proucˇavali neka zanimljiva
svojstva operacija nad njima. Takoder smo definirali i potpolja. U trec´em poglavlju
definirali smo polje kompleksnih brojeva, zatim izomorfizam polja te smo promatrali
prosˇirenje polja realnih brojeva do polja kompleksnih brojeva.
1
Poglavlje 1
Uredeni prsteni
1.1 Binarne relacije i operacije
Neka je S skup te neka je ∼ podskup Kartezijevog produkta S × S. Tada za ∼
kazˇemo da je binarna relacija na S. Ako je ∼ binarna relacija na skupu S te ako
su x, y ∈ S takvi da je (x, y) ∈∼ onda piˇsemo x ∼ y, a ako su x, y ∈ S takvi da
(x, y) /∈∼, onda piˇsemo x  y. Npr. ako je S bilo koji skup te ∼= S × S, onda je
∼ binarna relacija na S te za sve x, y ∈ S vrijedi x ∼ y. Ako je S bilo koji skup te
∼= ∅, onda je ∼ binarna relacija na S te za sve x, y ∈ S vrijedi x  y.
Neka je ∼ binarna relacija na skupu S. Kazˇemo da je ∼ refleksivna relacija na
skupu S ako je
x ∼ x
za svaki x ∈ S. Kazˇemo da je ∼ antisimetricˇna relacija na S ako za sve x, y ∈ S
vrijedi: x ∼ y i y ∼ x⇒ x = y.
Kazˇemo da je ∼ tranzitivna relacija na S ako za sve x, y, z ∈ S vrijedi:x ∼ y i
y ∼ z ⇒ x ∼ z. Kazˇemo da binarna relacija ∼ ima svojstvo usporedivosti na S
ako za sve x, y ∈ S vrijedi x ∼ y ili y ∼ x. Za binarnu relaciju na skupu S koja je
refleksivna, antisimetricˇna i tranzitivna te ima svojstvo usporedivosti kazˇemo da je
uredaj na skupu S.
Primjer 1.1.1. Neka je S skup svih podksupova od R te neka je ∼ binarna relacija
na Sdefinirana sa
A ∼ B
ako je A ⊆ B. Za svaki skup A vrijedi A ⊆ A pa je relacija ∼ refleksivna na S.
Nadalje, ako su A i B skupovi takvi da je A ⊆ B i B ⊆ A, onda je A = B, dakle
relacija ∼ je antisimetricˇna.
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Ako su A,B,C skupovi takvi da je A ⊆ B i B ⊆ C, onda je A ⊆ C, sˇto znacˇi da
je relacija ∼ tranzitivna. No, ∼ nije uredaj na S jer nema svojstvo usporedivosti.
Naime, za A = {1, 2, 3} i B = {4, 5, 6} vrijedi A,B ∈ S, no A  B i B  A.
Neka je G skup te neka je ∗ : G × G → G funkcija. Tada za ∗ kazˇemo da je
binarna operacija na skupu G. Ako je ∗ binarna operacija na skupu G onda c´emo
za x, y ∈ G umjesto ∗(x, y) pisati i x ∗ y. Za binarnu operaciju ∗ na skupu G kazˇemo
da je asocijativna ako za sve x, y, z ∈ G vrijedi
x ∗ (y ∗ z) = (x ∗ y) ∗ z.
Neka je ∗ binarna operacija na skupu G te neka je e ∈ G. Kazˇemo da je e neutralni
element za ∗ ako za sve x ∈ G vrijedi
x ∗ e = x
i
e ∗ x = x.
Uocˇimo sljedec´e: neutralni element, ako postoji, je jedinstven. Naime, pretpostavimo
da su e i f neutralni elementi za ∗. Tada za svaki x ∈ G vrijedi e ∗ x = x pa posebno
za x = f dobivamo e ∗ f = f . Nadalje, za svaki x ∈ G vrijedi x ∗ f = x pa posebno
za x = e dobivamo e ∗ f = e. Dakle
e ∗ f = f
i
e ∗ f = e
pa je e = f .
Ako je ∗ binarna operacija na skupu G takva da je ∗ asocijativna te da ima
neutralni element, onda za uredeni par (G, ∗) kazˇemo da je monoid. Ako je (G, ∗)
monoid onda c´emo sa e oznacˇavati neutralni element za ∗. Neka je (G, ∗) monoid te
x ∈ G. Za y ∈ G kazˇemo da je inverzni element od x u (G, ∗) ako vrijedi x ∗ y = e i
y ∗ x = e.
Propozicija 1.1.2. Neka je (G, ∗) monoid te neka je x ∈ G. Pretpostavimo da su
y, z ∈ G inverzni elementi od x u (G, ∗). Tada je y = z.
Dokaz. Po definiciji inverznog elementa znamo da vrijedi x ∗ y = e. Iz ovoga slijedi
z ∗ (x ∗ y) = z ∗ e.
POGLAVLJE 1. UREDENI PRSTENI 4
Primjenom asocijativnosti i definicije neutralnog elementa dobivamo
(z ∗ x) ∗ y = z.
Kako je z inverzni element od x vrijedi da je z ∗ x = e. Stoga je e ∗ y = z, tj.
y = z.
1.2 Grupe i prsteni
Za monoid (G, ∗) u kojem svaki element ima inverzni element kazˇemo da je grupa.
Za binarnu operaciju ∗ na skupu G kazˇemo da je komutativna ako za sve x, y ∈ G
vrijedi
x ∗ y = y ∗ x.
Ako je (G, ∗) grupa takva da je binarna operacija ∗ komutativna, onda za (G, ∗)
kazˇemo da je komutativna (Abelova) grupa.
Neka je P skup te neka su + i · binarne operacije na P takve da vrijedi sljedec´e:
1) (P,+) je Abelova grupa;
2) · je asocijativna operacija na P ;
3) za sve x, y, z ∈ P vrijedi:
x · (y + z) = x · y + x · z
(x + y) · z = x · z + y · z
Tada za (P,+, ·) kazˇemo da je prsten. (Pri tome u gornjim jednakostima koristimo
standardni dogovor da · ima vec´i prioritet od +, tj. x · y + x · z zapravo znacˇi
(x · y) + (x · z).) Ako je (P,+, ·) prsten takav da je binarna operacija · komutativna
onda za (P,+, ·) kazˇemo da je komutativan prsten. Ako je (P,+, ·) prsten onda
neutralni element za operaciju + obicˇno oznacˇavamo sa 0. Nadalje, za x ∈ P inverzni
element od x u (P,+) oznacˇavamo s −x. Dakle, za svaki x ∈ P vrijedi x+ (−x) = 0
i (−x) + x = 0.
Propozicija 1.2.1. Neka je (P,+, ·) prsten.Tada za svaki x ∈ P vrijedi 0 · x = 0 i
x · 0 = 0.
Dokaz. Neka je x ∈ P . Tada je
0 · x = (0 + 0) · x = 0 · x + 0 · x.
Uvedimo oznaku z = 0 · x. Imamo da je z = z + z. Slijedi z + (−z) = (z + z) + (−z)
pa koristec´i asocijativnost operacije + dobivamo da je 0 = z. Prema tome 0 · x = 0.
Analogno dobivamo da je x · 0 = 0.
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Ako je (P,+, ·) prsten takav da postoji neutralni element za operaciju ·, onda
kazˇemo da je (P,+, ·) prsten s jedinicom. U tom slucˇaju neutralni element za
operaciju · oznacˇavamo sa 1. Za komutativan prsten s jedinicom (P,+, ·) kazˇemo da
je polje ako je 0 6= 1 te ako za svaki x ∈ P takav da je x 6= 0 postoji inverzni element
od x u (P, ·)(tj. postoji y ∈ P takav da je x · y = 1). U tom slucˇaju za x ∈ P , x 6= 0,
inverzni element od x u (P, ·) oznacˇavamo s x−1. Za prsten (P,+, ·) kazˇemo da je
integralna domena ako za sve x, y ∈ P takve da je x 6= 0 i y 6= 0 vrijedi x · y 6= 0.
Propozicija 1.2.2. Neka je (P,+, ·) polje. Tada je (P,+, ·) integralna domena.
Dokaz. Neka su x, y ∈ P takvi da je x 6= 0 i y 6= 0. Pretpostavimo da je x · y = 0.
Tada je
x−1 · (x · y) = x−1 · 0
pa koristec´i asocijativnost operacije · i propoziciju 1.2.1 dobivamo
(x−1 · x) · y = 0.
No, x−1 · x = 1 pa je 1 · y = 0, tj y = 0, sˇto je u kontradikciji s pretpostavkom da je
y 6= 0. Prema tome, x · y 6= 0. Time je tvrdnja propozicije dokazana.
Neka je (P,+, ·) prsten te neka je ≤ uredaj na P takav da vrijedi sljedec´e:
1) ako su x, y ∈ P takvi da je x ≤ y onda za svaki z ∈ P vrijedi x + z ≤ y + z;
2) ako su x, y ∈ P takvi da je 0 ≤ x i 0 ≤ y onda je 0 ≤ x · y.
Tada za (P,+, ·,≤) kazˇemo da je uredeni prsten.
Propozicija 1.2.3. Neka je (P,+, ·) prsten te neka su x, y ∈ P . Tada vrijedi:
1) x · (−y) = −x · y;
2) (−x) · y = −x · y
3) (−x) · (−y) = x · y (pri tome −x · y znacˇi −(x · y)).
Dokaz. Imamo, koristec´i propoziciju 1.2.1
x · (−y) + x · y = x · (−y + y) = x · 0 = 0,
tj.
x · (−y) + x · y = 0
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pa kada lijevoj i desnoj strani jednakosti ”dodamo” −x · y dobivamo
x · (−y) = −x · y.
Analogno dobivamo (−x) · y = −x · y. Koristec´i upravo dokazane tvrdnje dobivamo
(−x) · (−y) = −(x · (−y)) = −(−(x · y)) = x · y,
dakle
(−x) · (−y) = x · y.
Ovdje smo koristili da za svaki z ∈ P vrijedi −(−z) = z. Naime, to je posljedica
sljedec´eg: ako je y inverzni element od x u nekom monoidu onda je x inverzni element
od y (u istom monoidu).
Ako je (P,+, ·) prsten onda c´emo za x, y ∈ P umjesto x + (−y) pisati i x− y.
Napomena 1.2.4. Neka je (P,+, ·) prsten te neka su x, y, z ∈ P . Tada je
z · (x− y) = z · x− z · y.
Naime, koristec´i propoziciju 1.2.3 , dobivamo
z · (x− y) = z · (x + (−y)) = z · x + z · (−y) = z · x + (−z · y) = z · x− z · y.
Analogno dobivamo,
(x− y) · z = x · z − y · z.
Propozicija 1.2.5. Neka je (P,+, ·,≤) uredeni prsten. Neka su x, y, z ∈ P takvi da
je x ≤ y te 0 ≤ z. Tada je
zx ≤ zy
i
xz ≤ yz.
Dokaz. Iz x ≤ y i definicije uredenog prstena slijedi
x + (−x) ≤ y + (−x),
tj. 0 ≤ y − x. Iz ovoga te 0 ≤ z i definicije uredenog prstena slijedi 0 ≤ (y − x) · z.
Iz ovoga i napomene, slijedi
0 ≤ y · z − x · z.
Zbrajajuc´i lijevoj i desnoj strani ove nejednakosti xz, dobivamo xz ≤ yz. Analogno
dobivamo zx ≤ zy.
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Neka je (P,+, ·,≤) uredeni prsten. Kazˇemo da je (P,+, ·,≤) uredeno polje ako
je (P,+, ·) polje.
Neka je S skup te neka je ≤ uredaj na skupu S. Tada za uredeni par (S,≤)
kazˇemo da je ureden skup.
Neka je (S,≤) ureden skup sa sljedec´im svojstvom: Ako su A i B neprazni pod-
skupovi od S takvi da za svaki x ∈ A i za svaki y ∈ B vrijedi x ≤ y, onda postoji
z ∈ S takav da je x ≤ z i z ≤ y, za svaki x ∈ A i za svaki y ∈ B. Tada za (S,≤)
kazˇemo da je potpuno ureden skup.
Za uredeno polje (P,+, ·,≤) kazˇemo da je potpuno uredeno polje ako je (P,≤)
potpuno ureden skup. Za potpuno uredeno polje kazˇemo josˇ i da je polje realnih
brojeva.
Propozicija 1.2.6. Neka je (P,+, ·,≤) uredeni prsten, pri cˇemu je (P,+, ·) prsten
s jedinicom. Tada je
0 ≤ 1.
Dokaz. Buduc´i da je ≤ uredaj na P , vrijedi 0 ≤ 1 ili 1 ≤ 0. Pretpostavimo da ne
vrijedi 0 ≤ 1. Tada je 1 ≤ 0. Slijedi 1 + (−1) ≤ 0 + (−1), tj 0 ≤ −1. Prema svojstvu
(2) iz definicije uredenog prstena vrijedi
0 ≤ (−1) · (−1),
no
(−1) · (−1) = 1 · 1 = 1
prema propoziciji 1.2.3, pa je 0 ≤ 1, kontradikcija. Prema tome,
0 ≤ 1.
Neka je (S,≤) ureden skup. Za x, y ∈ S piˇsemo x < y ako je x ≤ y i x 6= y.
Nadalje, piˇsemo x  y ako ne vrijedi x ≤ y. Piˇsemo x ≮ y, ako ne vrijedi x < y.
Propozicija 1.2.7. Neka je (S,≤) ureden skup. Neka su x, y, z ∈ S.
1) Ako je x < y i y ≤ z, onda je x < z.
2) Ako je x ≤ y i y < z, onda je x < z.
3) Ako je x < y i y < z, onda je x < z.
4) x ≮ y ⇔ y ≤ x
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5) x  y ⇔ y < x
6) Ako je x 6= y, onda je x < y ili je y < x.
7) x ≮ x
Dokaz. 1) Iz x < y slijedi x ≤ y. Ovo zajedno sa y ≤ z daje x ≤ z. Pretpostavimo
da je x = z. Stoga je y ≤ x (jer je y ≤ z) pa zbog x ≤ y imamo x = y. Ovo je
u kontradikciji s x < y. Prema tome x 6= z. Zakljucˇak: x < z.
2) Iz y < z slijedi y ≤ z, sˇto zajedno sa x ≤ y povlacˇi x ≤ z. Pretpostavimo da je
x = z. Tada je x ≤ y i y < x pa iz antisimetricˇnosti relacije ≤ slijedi x = y sˇto
je u kontradikciji s y < x. Prema tome x 6= z pa zakljucˇujemo da je x < z.
3) Iz y < z slijedi y ≤ z. Dakle, x < y i y ≤ z, pa prema 1) vrijedi x < z.
4) Pretpostavimo da x ≮ y. Zˇelimo dokazati da je y ≤ x. Pretpostavimo suprotno.
Znamo da je x ≤ y ili y ≤ x pa zakljucˇujemo da je x ≤ y. Iz x ≮ y slijedi x = y
pa posebno vrijedi y ≤ x, a to je u kontradikciji s pretpostavkom da y  x.
Prema tome y ≤ x.
Uzmimo sada da je y ≤ x. Zˇelimo dokazati da x ≮ y. Pretpostavimo suprotno,
tj da je x < y. Iz x < y i y ≤ x i antisimetricˇnosti relacije ≤ slijedi x = y sˇto
je u kontradikciji s x < y. Prema tome x ≮ y.
5) Pretpostavimo da x  y. Znamo da je x ≤ y ili y ≤ x pa zakljucˇujemo da je
y ≤ x. Kada bi vrijedilo y = x onda bismo imali x ≤ y sˇto je u kontradikciji s
pretpostavkom. Prema tome y 6= x pa je y < x.
Uzmimo sada da je y < x. Zˇelimo dokazati da x  y. Pretpostavimo suprotno,
tj da je x ≤ y. Iz ovoga i y < x kao i maloprije dolazimo do kontradikcije.
Prema tome x  y.
6) Pretpostavimo da je x 6= y. Znamo da je x ≤ y ili y ≤ x. U prvom slucˇaju
(x ≤ y) vrijedi x < y a u drugom y < x.
7) Ovo je ocˇito.
Napomena 1.2.8. Neka je (P,+, ·,≤) uredeno polje. Znamo da je tada 0 6= 1, a
prema propoziciji 1.2.6 vrijedi 0 ≤ 1. Stoga je 0 < 1.
Propozicija 1.2.9. Neka je (P,+, ·,≤) uredeni prsten.
1) Neka su x, y, z ∈ P takvi da je x < y. Tada je x + z < y + z.
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2) Pretpostavimo da je (P,+, ·) integralna domena te da su x, y ∈ P takvi da 0 < x
i 0 < y. Tada je 0 < x · y.
Dokaz. 1) Iz x < y slijedi x ≤ y pa je
x + z ≤ y + z.
Pretpostavimo da je x + z = y + z. Tada je
(x + z) + (−z) = (y + z) + (−z)
pa je x = y. Ovo je u kontradikciji s pretpostavkom da je x < y. Prema tome
x + z 6= y + z
pa zakljucˇujemo da je x + z < y + z.
2) Iz 0 < x slijedi 0 ≤ x i 0 6= x. Iz 0 < y slijedi 0 ≤ y i 0 6= y. Iz definicije
uredenog prstena slijedi 0 ≤ x·y. Iz definicije integralne domene slijedi 0 6= x·y.
Prema tome, 0 < x · y.
Napomena 1.2.10. Neka je (P,+, ·) polje te neka su x, y ∈ P , x 6= 0, y 6= 0. Tada
je (x · y)−1 = y−1 · x−1. Naime, vrijedi,
(x ·y) · (y−1 ·x−1) = ((x ·y) ·y−1) ·x−1 = (x · (y ·y−1)) ·x−1 = (x ·1) ·x−1 = x ·x−1 = 1.
Dakle, (x · y) · (y−1 · x−1) = 1 pa mnozˇenjem ove jednakosti sa (x · y)−1 dobivamo
y−1 · x−1 = (x · y)−1.
Nadalje ako su x, y ∈ P onda na analogan nacˇin dobivamo −(x + y) = −x + (−y).
Propozicija 1.2.11. Neka je (P,+, ·,≤) uredeni prsten takav da je (P,+, ·) inte-
gralna domena. Neka su x, y, z ∈ P takvi da je x < y i 0 < z. Tada je
x · z < y · z
i
z · x < z · y.
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Dokaz. Iz propozicije 2.4.2 slijedi
x · z ≤ y · z.
Pretpostavimo da je x · z = y · z. Tada je 0 = yz − xz pa iz napomene 1.2.4 slijedi
0 = (y − x) · z. Iz 0 < z slijedi z 6= 0, a iz x < y slijedi 0 < y − x pa je y − x 6= 0.
Ovo je u kontradikciji s cˇinjenicom da je 0 = (y − x) · z te da je (P,+, ·) integralna
domena. Zakljucˇujemo da je
xz < yz.
Analogno dobivamo da je
zx < zy.
Propozicija 1.2.12. Neka je (P,+, ·,≤) uredeni prsten. Neka su x, y ∈ P .
1) ako je 0 ≤ x i y ≤ 0 onda xy ≤ 0
2) ako je x ≤ 0 i 0 ≤ y onda je xy ≤ 0
3) ako je x ≤ 0 i y ≤ 0 onda je 0 ≤ xy
Dokaz. 1. Pretpostavimo da je 0 ≤ x i y ≤ 0. Iz definicije uredenog prstena i
y ≤ 0 slijedi
y + (−y) ≤ 0 + (−y),
tj. 0 ≤ −y. Iz definicije uredenog prstena sada zakljucˇujemo da je 0 ≤ x · (−y).
Iz propozicije 1.2.1 (1) slijedi 0 ≤ −(x · y) pa zakljucˇujemo da je
x · y ≤ 0.
2. Ovu tvrdnju dokazujemo posve analogno kao tvrdnju (1.)
3. Pretpostavimo da je x ≤ 0 i y ≤ 0. Tada je
0 ≤ −x
i
0 ≤ −y
pa je
0 ≤ (−x) · (−y),
a ovo zajedno s propozicijom 1.2.1 daje
0 ≤ x · y.
POGLAVLJE 1. UREDENI PRSTENI 11
Propozicija 1.2.13. Neka je (P,+, ·,≤) uredeni prsten pri cˇemu je (P,+, ·) inte-
gralna domena. Neka su x, y ∈ P .
1) ako je 0 < x i y < 0 onda je xy < 0
2) ako je x < 0 i 0 < y onda je xy < 0
3) ako je x < 0 i y < 0 onda je 0 < xy
Dokaz. 1) Pretpostavimo da je 0 < x i y < 0. Tada je x · y ≤ 0 prema propoziciji
1.2.12 te je x · y 6= 0 prema definiciji integralne domene. Dakle, x · y < 0.
Tvrdnje 2) i 3) se dokazuju posve analogno.
Propozicija 1.2.14. Neka je (P,+, ·,≤) uredeno polje. Neka je x ∈ P .
1.) ako je 0 < x onda je 0 < x−1
2.) ako je x < 0 onda je x−1 < 0
Dokaz. Uocˇimo sljedec´e: ako je x 6= 0, onda je x−1 6= 0. Naime, u slucˇaju da je
x−1 = 0, imamo
1 = x · x−1 = x · 0 = 0,
dakle 1 = 0 sˇto je nemoguc´e.
1.) Pretpostavimo da je 0 < x. Tada je x−1 6= 0. Stoga je 0 < x−1 ili x−1 < 0.
Pretpostavimo da je x−1 < 0. Prema propoziciji 1.2.13 (1) imamo
x−1 · x < 0, tj. 1 < 0,
sˇto je u kontradikciji s napomenom 1.2.9. Prema tome, 0 < x−1.
2.) Ovu tvrdnju dokazujemo analogno.
Poglavlje 2
Potpuno uredena polja
Neka je (R,+, ·,≤) jedno fiksirano polje realnih brojeva.
2.1 Skup prirodnih brojeva
Neka je S ⊆ R. Kazˇemo da je S induktivan skup ako vrijedi sljedec´e:
1) 1 ∈ S
2) ako je x ∈ S onda je x + 1 ∈ S
Ocˇito je R induktivan skup. Definirajmo
N = {x ∈ R | x ∈ S, za svaki induktivan skup S}.
Imamo 1 ∈ N (jer je 1 ∈ S za svaki induktivan skup S). Ako je x ∈ N, onda je x ∈ S,
za svaki induktivan skup S pa je x+ 1 ∈ S, za svaki induktivan skup S, prema tome
x + 1 ∈ N. Zakljucˇak: N je induktivan skup.
Napomena 2.1.1. Ako je S induktivan skup, onda za svaki x ∈ N, prema definiciji
od N, vrijedi x ∈ S. Prema tome, N ⊆ S, za svaki induktivan skup S.
Propozicija 2.1.2 (princip indukcije). Neka je S ⊆ N takav da vrijedi sljedec´e:
1) 1 ∈ S
2) ako je x ∈ S, onda je x + 1 ∈ S
Tada je S = N.
12
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Dokaz. Ocˇito je S induktivan skup pa je prema napomeni N ⊆ S. No, prema pret-
postavci propozicije vrijedi S ⊆ N pa slijedi S = N.
Propozicija 2.1.3. Za svaki x ∈ N vrijedi 1 ≤ x.
Dokaz. Neka je
S = {x ∈ N | 1 ≤ x}.
Ocˇito je S ⊆ N. Nadalje, ocˇito je 1 ∈ S. Pretpostavimo da je x ∈ S. Iz 0 ≤ 1 slijedi
x + 0 ≤ x + 1, tj x ≤ x + 1. Iz x ∈ S slijedi x ∈ N i 1 ≤ x. Stoga je
1 ≤ x + 1
i
x + 1 ∈ N.
Prema tome x + 1 ∈ S. Dakle, za svaki x ∈ S vrijedi x + 1 ∈ S. Prema propoziciji
2.1.2 slijedi S = N. To znacˇi da za svaki x ∈ N vrijedi 1 ≤ x.
Napomena 2.1.4. Vrijedi 0 < 1 pa iz propozicije 2.1.3 i propozicije 1.2.7 slijedi
0 < x, za svaki x ∈ N. Posebno, 0 /∈ N.
Propozicija 2.1.5. 1) Za svaki x ∈ R, x 6= 0 vrijedi x
x
= 1
1’) Za svaki x ∈ R vrijedi x
1
= x
2) Neka su x, y, k ∈ R, y 6= 0, k 6= 0. Tada je x
y
= k·x
k·y
3) Neka su a, b, c, d ∈ R, b 6= 0, d 6= 0. Tada je a
b
· c
d
= a·c
b·d .
4) Neka su x, y, z ∈ R, z 6= 0. Tada je x
z
+ y
z
= x+y
z
.
5) Neka su a, b, c, d ∈ R, b 6= 0, d 6= 0. Tada je a
b
+ c
d
= ad+bc
bd
.
6) Neka su x, y ∈ R, x 6= 0, y 6= 0. Tada je (x
y
)−1 = y
x
.
Dokaz. 1) Neka je x ∈ R, x 6= 0. Vrijedi x
x
= x · x−1 = 1.
1’) Ocˇito vrijedi.
3) Koristec´i napomenu 1.2.10 dobivamo:
a · c
b · d = (a · c) · (b · d)
−1 = (a · c) · (b−1 · d−1) = (a · b−1) · (c · d−1) = a
b
· c
d
.
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2) Koristec´i 3) i 1) dobivamo:
k · x
k · y =
k
k
· x
y
= 1 · x
y
=
x
y
.
4) Vrijedi x+y
z
= (x + y) · z−1 = x · z−1 + y · z−1 = x
z
+ y
z
.
5) Koristec´i 2) i 4) dobivamo:
a
b
+
c
d
=
a · d
b · d +
c · b
b · d =
ad + bc
bd
.
6) Ovo slijedi iz napomene 1.2.10.
Propozicija 2.1.6. Za sve x, y ∈ N vrijedi x + y ∈ N.
Dokaz. Neka je x ∈ N fiksan. Definirajmo skup
S = {y ∈ N | x + y ∈ N}.
Imamo 1 ∈ N i x + 1 ∈ N pa je 1 ∈ S. Pretpostavimo da je y ∈ S. Tada je
y ∈ N
i
x + y ∈ N.
Slijedi y + 1 ∈ N te
x + (y + 1) = (x + y) + 1 ∈ N.
Stoga je y + 1 ∈ S. Ocˇito je S ⊆ N pa prema principu indukcije vrijedi
S = N.
To znacˇi da za svaki y ∈ N vrijedi
x + y ∈ N.
Time je tvrdnja propozicije dokazana.
Propozicija 2.1.7. Za sve x, y ∈ N vrijedi x · y ∈ N.
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Dokaz. Neka je x ∈ N fiksan. Definirajmo skup
S = {y ∈ N | x · y ∈ N}.
Imamo 1 ∈ N i x · 1 = x ∈ N pa je 1 ∈ S. Pretpostavimo da je y ∈ S. Tada je y ∈ N
i x · y ∈ N. Imamo
y + 1 ∈ N
i
x · (y + 1) = x · y + x · 1 = x · y + x ∈ N.
(ovdje smo koristili prethodnu propoziciju). Dakle,
x · (y + 1) ∈ N
pa slijedi da je y + 1 ∈ S. Prema principu indukcije vrijedi S = N. To znacˇi da za
svaki y ∈ N vrijedi
x · y ∈ N.
Propozicija 2.1.8. Vrijedi N = {1} ∪ {x + 1 | x ∈ N}.
Dokaz. Oznacˇimo
S = {1} ∪ {x + 1 | x ∈ N}.
Ocˇito je S ⊆ N i 1 ∈ S. Neka je x ∈ S. Tada je x ∈ N pa je x + 1 ∈ S. Prema
principu indukcije vrijedi S = N. Time je tvrdnja propozicije dokazana.
Definirajmo 2 = 1 + 1.
Korolar 2.1.9. Neka je y ∈ N takav da je 1 6= y. Tada je 2 ≤ y.
Dokaz. Prema prethodnoj propoziciji imamo y = x + 1 za neki x ∈ N. Prema
propoziciji 1.2.9 vrijedi 1 ≤ x. Slijedi
1 + 1 ≤ x + 1,
tj. 2 ≤ y.
Lema 2.1.10. Ako je x ∈ N onda ne postoji y ∈ N takav da je x < y < x + 1.
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Dokaz. Neka je
S = {x ∈ N | @y ∈ N takav da x < y < x + 1}.
Pretpostavimo da postoji y ∈ N takav da 1 < y < 2. Iz 1 < y slijedi 1 6= y pa iz
korolara slijedi 2 ≤ y, sˇto je u kontradikciji s y < 2. Prema tome ne postoji y ∈ N
takav da 1 < y < 2 pa zakljucˇujemo da je 1 ∈ S. Pretpostavimo da je x ∈ S. Zˇelimo
dokazati da je
x + 1 ∈ S.
Ocˇito je
x + 1 ∈ N.
Pretpostavimo da postoji y ∈ N takav da je
x + 1 < y < (x + 1) + 1.
Kad bi vrijedilo y = 1, tada bismo imali x + 1 < 1 pa bi iz propozicije 1.2.9 slijedilo
x + 1 + (−1) < 1 + (−1),
tj x < 0, a ovo bi zajedno sa 0 < 1 povlacˇilo da je x < 1 a to je u kontradikciji s
propozicijom 2.1.3. Dakle, y 6= 1 pa iz propozicije 2.1.7 slijedi y = z + 1, za neki
z ∈ N. Stoga je
x + 1 < z + 1 < (x + 1) + 1
pa iz propozicije 1.2.9 dodavanjem (-1) slijedi
x < z < x + 1.
Ovo je u kontradikciji s cˇinjenicom da je x ∈ S. Prema tome ne postoji y ∈ N takav
da
x + 1 < y < (x + 1) + 1.
To znacˇi da je x + 1 ∈ S. Prema principu indukcije
S = N.
Time je tvrdnja leme dokazana.
Lema 2.1.11. Neka su x, y ∈ N takvi da je x < y. Tada je x + 1 ≤ y.
Dokaz. Pretpostavimo suprotno. Prema propoziciji 1.2.7 vrijedi y < x + 1. Ovo je
zajedno s x < y u kontradikciji s lemom 2.1.10. Prema tome vrijedi x + 1 ≤ y.
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Lema 2.1.12. Neka je y ∈ N. Tada je
{x ∈ N | x ≤ y} ∪ {y + k | k ∈ N} = N.
Dokaz. Oznacˇimo
S = {x ∈ N | x ≤ y} ∪ {y + k | k ∈ N}.
Ocˇito je S ⊆ N. Iz 1 ≤ y (propozicija 2.1.3) slijedi 1 ∈ S. Pretpostavimo da je x ∈ S.
Zˇelimo pokazati da je
x + 1 ∈ S.
Imamo dva slucˇaja:
1) x ∈ N i x ≤ y. Vrijedi x = y ili x < y. Ako je
x = y
onda je
x + 1 = y + 1
pa je x + 1 ∈ S. Ako je
x < y,
tada iz leme slijedi
x + 1 ≤ y,
tj x + 1 ∈ S.
2) x = y + k, za neki k ∈ N. Sada je
x + 1 = (y + k) + 1 = y + (k + 1)
pa je x + 1 ∈ S.
U oba slucˇaja vrijedi x + 1 ∈ S. Prema principu indukcije imamo
S = N.
Time je tvrdnja leme dokazana.
Teorem 2.1.13. Neka su x, y ∈ N takvi da y < x. Tada je
x− y ∈ N.
Dokaz. Iz prethodne leme slijedi da je x = y + k , za neki k ∈ N. Slijedi x − y = k
pa je time tvrdnja teorema dokazana.
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2.2 Skup cijelih brojeva
Definirajmo
Z = {−n | n ∈ N} ∪ {0} ∪ N.
Za elemente od Z kazˇemo da su cijeli brojevi. Za x, y ∈ R, y 6= 0 definiramo
x
y
= x · y−1.
Propozicija 2.2.1. Neka su x, y ∈ Z. Tada je x + y ∈ Z.
Dokaz. Ako je x = 0 ili y = 0, tvrdnja je ocˇita. Pretpostavimo stoga da je x 6= 0 i
y 6= 0. Imamo nekoliko slucˇajeva:
1) x, y ∈ N. Prema propoziciji 2.1.6 vrijedi
x + y ∈ N.
Stoga je
x + y ∈ Z.
2) x, y ∈ {−n | n ∈ N}. Tada postoje n,m ∈ N takvi da je x = −n i y = −m.
Koristec´i napomenu 1.2.10 dobivamo
x + y = (−n) + (−m) = −(n + m).
Vrijedi
n + m ∈ N
(propozicija 2.1.6) pa je
x + y ∈ Z.
3) x ∈ N i y ∈ {−n | n ∈ N}. Tada postoji n ∈ N takav da je y = −n. Imamo
x + y = x− n.
Znamo da vrijedi n ≤ x ili x ≤ n pa zakljucˇujemo da je n = x ili n < x ili
x < n. Ako je n = x onda je x− n = 0 pa je
x + y ∈ Z.
Ako je n < x onda je prema teoremu 2.1.13
x− n ∈ N
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pa je
x + y ∈ Z.
Pretpostavimo da je x < n. Prema teoremu 2.1.13 vrijedi n− x ∈ N. Koristec´i
napomenu 1.2.10 dobivamo
−(n− x) = −(n + (−x)) = −n− (−x) = −n + (−(−x)) = −n + x = x− n.
Dakle, x− n = −(n− x) pa je ocˇito
x− n ∈ Z.
Dakle,
x + y ∈ Z.
4) x ∈ {−n | n ∈ N} i y ∈ N. Analogno kao u slucˇaju 3) dobivamo da je x+y ∈ Z.
Propozicija 2.2.2. Neka su x, y ∈ Z. Tada je x · y ∈ Z.
Dokaz. Ako je x = 0 ili y = 0 tada prema propoziciji 1.2.1 vrijedi x ·y = 0 te je stoga
ocˇito
x · y ∈ Z.
Pretpostavimo da je x 6= 0 i y 6= 0. Imamo nekoliko slucˇajeva:
1) x, y ∈ N. Prema propoziciji 2.1.7 vrijedi x · y ∈ N. Stoga je
x · y ∈ Z.
2) x, y ∈ {−n | n ∈ N}. Tada postoje n,m ∈ N takvi da je x = −n i y = −m.
Koristec´i propoziciju 1.2.1 (3) dobivamo
x · y = (−n) · (−m) = n ·m,
a
n ·m ∈ N
prema propoziciji 2.1.7 pa je
x · y ∈ Z.
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3) x ∈ N i y ∈ {−n | n ∈ N}. Tada postoji n ∈ N takav da je y = −n. Koristec´i
propoziciju 1.2.1 (1) dobivamo
x · y = x · (−n) = −(x · n)
pa je
x · y ∈ Z
jer je x · n ∈ N.
4) x ∈ {−n | n ∈ N} i y ∈ N. Analogno kao u slucˇaju 3) dobivamo da je x · y ∈ Z.
Propozicija 2.2.3. Neka je x ∈ Z. Tada je −x ∈ Z.
Dokaz. Imamo tri slucˇaja:
1) x ∈ N. Tada je ocˇito −x ∈ Z.
2) x = 0. Iz 0 + 0 = 0 je ocˇito da je −0 = 0. Stoga je −x = 0 pa je −x ∈ Z.
3) x ∈ {−n | n ∈ N}. Tada postoji n ∈ N takav da je x = −n. Iz
n + (−n) = 0
odmah slijedi da je −(−n) = n. Stoga je −x = −(−n) = n pa je ocˇito
−x ∈ Z.
2.3 Skup racionalnih brojeva
Definirajmo
Q = {m
n
| m ∈ Z, n ∈ N}.
Neka je m ∈ Z. Imamo 1 ∈ N pa je m
1
∈ Q, tj m ∈ Q. Prema tome Z ⊆ Q.
Propozicija 2.3.1. Neka su x, y ∈ Q. Tada je x + y ∈ Q i x · y ∈ Q.
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Dokaz. Imamo x = m
n
i y = p
q
gdje su m, p ∈ Z i n, q ∈ N. Koristec´i propoziciju 2.1.5
slijedi
x + y =
m
n
+
p
q
=
mq + np
nq
.
Iz N ⊆ Z i prethodne dvije propozicije slijedi
mq + np ∈ Z.
Iz propozicije 2.1.7 slijedi nq ∈ N. Stoga je
x + y ∈ Q.
Nadalje, prema propoziciji 2.1.5 vrijedi
x · y = m
n
· p
q
=
mp
nq
pa zakljucˇujemo da je
x · y ∈ Q.
Propozicija 2.3.2. Neka su x, y ∈ R, y 6= 0. Tada je
−x
y
=
−x
y
.
Nadalje vrijedi (−y)−1 = −y−1 te −x
y
= x−y . Takoder vrijedi
x
y
=
−x
−y .
Dokaz. Koristec´i propoziciju 1.2.1 (1) dobivamo
−x
y
= −(x · y−1) = (−x) · y−1 = −x
y
.
Dakle, x
y
= −x
y
. Koristec´i propoziciju 1.2.1 (1) i (3) dobivamo
(−y) · (−y−1) = y · y−1 = 1,
dakle
(−y) · (−y−1) = 1
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pa mnozˇenje ove jednakosti s (−y)−1 slijedi
−y−1 = (−y)−1.
Slijedi
−x
y
= −(x · y−1) = x · (−y−1) = x · (−y)−1 = x−y ,
dakle x
y
= x−y . Koristec´i dobivene jednakosti dobivamo
−x
−y = −
x
−y = −(−
x
y
) =
x
y
.
Time je tvrdnja propozicije dokazana.
Propozicija 2.3.3. Neka je x ∈ Q. Tada je −x ∈ Q. Ako je x 6= 0 onda je x−1 ∈ Q.
Dokaz. Znamo da postoje m ∈ Z i n ∈ N takvi da je x = m
n
. Tada, prema propoziciji
2.3.2 vrijedi
−x = −m
n
=
−m
n
,
a prema propoziciji 2.2.3, −m ∈ Z. Stoga je −x ∈ Q. Pretpostavimo da je x 6= 0.
Tada je m 6= 0. Imamo
x−1 = (
m
n
)−1 =
n
m
,
pri cˇemu smo koristili propoziciju 2.1.5. Ako je m ∈ N, onda je ocˇito
n
m
∈ Q,
dakle x−1 ∈ Q. Pretpostavimo da m /∈ N. Tada iz m ∈ Z i m 6= 0 slijedi
m ∈ {−p | p ∈ N}
pa je −m ∈ N. Iz propozicije 2.3.2 slijedi
n
m
=
−n
−m
pa je n
m
∈ Q, tj
x−1 ∈ Q.
Time je tvrdnja propozicije dokazana.
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2.4 Potpolja
Neka su (P ′,+′, ·′) i (P,+, ·) dva polja. Kazˇemo da je (P ′,+′, ·′) potpolje od
(P,+, ·) ako je P ′ ⊆ P te ako za sve x, y ∈ P ′ vrijedi x+′ y = x+ y i x ·′ y = x · y.
Propozicija 2.4.1. Neka je (P ′,+′, ·′) potpolje od (P,+, ·). Neka je 0′ neutralni
element za +′, neka je 0 neutralni element za +, neka je 1′ neutralni element za ·′ te
neka je 1 neutralni element za ·. Tada je:
1) 0′ = 0 i 1′ = 1.
2) Nadalje neka je x ∈ P ′, x 6= 0. Neka je y′ inverzni element od x u (P ′, ·′) te
neka je y inverzni element od x u (P, ·). Tada je
y′ = y.
3) Neka je a ∈ P ′. Neka je b′ inverzni element od a u (P ′,+′) te neka je b inverzni
element od a u (P,+). Tada je
b′ = b.
Dokaz. 1) Uzmimo bilo koji z ∈ P ′, z 6= 0′. Vrijedi z +′ 0′ = z, tj z + 0′ = z.
Dodavanjem (−z) lijevoj i desnoj strani ove jednakosti (pri cˇemu je −z inverzni
element od z u (P,+)) dobivamo
0′ = 0.
Imamo z ·′ 1′ = z, tj z · 1′ = z. Iz z 6= 0′ slijedi z 6= 0 pa z ima inverzni element
u (P, ·); oznacˇavamo ga sa z−1. Kada jednakost z · 1′ = z pomnozˇimo sa z−1
dobijemo
1′ = 1.
3) Imamo a +′ b′ = 0′, tj a + b′ = 0. S druge strane vrijedi a + b = 0 pa je
a + b′ = a + b iz cˇega slijedi
b′ = b.
2) Imamo x ·′ y′ = 1′, tj x ·y′ = 1. S druge strane vrijedi x ·y = 1 pa je x ·y′ = x ·y
sˇto povlacˇi
y′ = y.
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Neka je (P,+·) polje te neka je P ′ ⊆ P . Kazˇemo da je P ′ potpolje od (P,+, ·) ako
postoje binarne operacije +′ i ·′ takve da je (P ′,+′, ·′) potpolje od (P,+, ·). Uocˇimo
sljedec´e: ako je P ′ potpolje od (P,+, ·) onda postoje jedinstvene binarne operacije
+′ i ·′ na P ′ takve da je (P ′,+′, ·′) potpolje od (P,+, ·). Naime, ako su +′,+′′, ·′, ·′′
binarne operacije na P ′ takve da su (P ′,+′, ·′) i (P ′,+′′, ·′′) potpolja od (P,+, ·) onda
za sve x, y ∈ P ′ vrijedi
x +′ y = x +′′ y,
tj
+′(x, y) = +′′(x, y)
sˇto znacˇi da su funkcije +′,+′′ : P ′ × P ′ → P ′ jednake. Analogno zakljucˇujemo da je
·′ = ·′′.
Propozicija 2.4.2. Neka je (P,+, ·) polje te neka je P ′ ⊆ P . Pretpostavimo da P ′
ima bar 2 elementa. Tada je P ′ potpolje od (P,+, ·) ako i samo ako za sve x, y ∈ P ′
vrijedi:
x− y ∈ P ′, x · y ∈ P ′
te za svaki x ∈ P ′ takav da je x 6= 0 vrijedi x−1 ∈ P ′.
Dokaz. Pretpostavimo da je P ′ potpolje od (P,+, ·). Tada postoje binarne operacije
+′ i ·′ takve da je (P ′,+′, ·′) potpolje od (P,+, ·). Neka su x, y ∈ P ′. Iz propozicije
2.4.1 slijedi
−y ∈ P ′.
Stoga je
x− y = x + (−y) = x +′ (−y) ∈ P ′,
dakle
x− y ∈ P ′.
Nadalje, x · y = x ·′ y ∈ P ′. Iz propozicije 2.4.1 (3) slijedi da je
x−1 ∈ P ′,
za svaki x ∈ P ′ takav da je x 6= 0.
Pretpostavimo da za sve x, y ∈ P ′ vrijedi x − y ∈ P ′, x · y ∈ P ′ te da za svaki
x ∈ P ′ takav da je x 6= 0 vrijedi x−1 ∈ P ′. Odaberimo neki x ∈ P ′. Tada je
x− x ∈ P ′,
tj 0 ∈ P ′. Stoga za svaki y ∈ P ′ vrijedi 0−y ∈ P ′, tj −y ∈ P ′. Sada, ako su x, y ∈ P ′,
imamo x,−y ∈ P ′ pa je x− (−y) ∈ P ′ tj x + y ∈ P ′. Dakle,
x + y ∈ P ′,
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za sve x, y ∈ P ′. Definiramo binarne operacije +′ i ·′ na P ′ na sljedec´i nacˇin:
x +′ y = x + y
i
x ·′ y = x · y,
za sve x, y ∈ P ′. Tvrdimo da je (P ′,+′, ·′) potpolje od (P,+, ·). Dovoljno je provjeriti
da je (P ′,+′, ·′) polje. Dokazˇimo da je (P ′,+′) Abelova grupa.
Neka su x, y, z ∈ P ′. Koristec´i cˇinjenicu da je binarna operacija + asocijativna
na P dobivamo
x +′ (y +′ z) = x + (y + z) = (x + y) + z = (x +′ y) +′ z.
Prema tome, binarna operacija +′ je asocijativna na P ′. Znamo da je 0 ∈ P ′ te za
svaki x ∈ P ′ vrijedi
x +′ 0 = x + 0 = x.
Isto tako
0 +′ x = 0 + x = x
za svaki x ∈ P ′. Prema tome 0 je neutralni element za binarnu operaciju +′ na P ′.
Neka je x ∈ P ′. Znamo da je −x ∈ P ′ te imamo
x +′ (−x) = x + (−x) = 0
te je analogno (−x) +′ x = 0. Prema tome, (P ′,+′) je grupa. Komutativnost binarne
operacije +′ slijedi iz komutativnosti binarne operacije +. Stoga je (P ′,+′) Abelova
grupa. Asocijativnost binarne operacije ·′ slijedi iz asocijativnosti binarne operacije
·. Distributivnost operacije ·′ u odnosu na +′ slijedi iz distributivnosti operacije
· u odnosu na +. Prema tome, (P ′,+′, ·′) je prsten. Komutativnost operacije ·′
slijedi iz komutativnosti operacije ·. Prema tome, (P ′,+′, ·′) je komutativan prsten.
Odaberimo x ∈ P ′ takav da je x 6= 0 (a to mozˇemo jer P ′ sadrzˇi bar dva elementa).
Prema pretpostavci vrijedi x−1 ∈ P ′. Dakle, x, x−1 ∈ P ′ pa iz pretpostavke slijedi
x · x−1 ∈ P ′.
Dakle, 1 ∈ P ′. Sada je jasno da je 1 neutralni element u (P ′, ·′). Prema tome,
(P ′,+′, ·′) je komutativan prsten s jedinicom. Ako je x ∈ P ′, x 6= 0 tada je x−1 ∈ P ′
te je
x ·′ x−1 = x · x−1 = 1
pa zakljucˇujemo da je (P ′,+′, ·′) polje.
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Primjer 2.4.3. 1. Q je potpolje od (R,+, ·). To slijedi iz propozicije 2.3.3.
2. Z nije potpolje od (R,+, ·).
Naime to slijedi iz propozicije 2.4.2 jer je 2 ∈ Z, a 2−1 /∈ Z. Dokazˇimo da 2−1 /∈ Z.
Iz 0 < 1 slijedi 1 < 1 + 1, tj 1 < 2 pa slijedi 0 < 2. Prema propoziciji 1.2.14
vrijedi 0 < 2−1. Podsjetimo se da je Z = {−n | n ∈ N} ∪ {0} ∪ N. Za svaki n ∈ N
vrijedi 0 < n pa je −n < 0. Stoga 2−1 /∈ {−n | n ∈ N}. Takoder, 2−1 6= 0. Iz 1 < 2
i 0 < 2−1 te propozicije 1.2.11 slijedi 2−1 < 1. S druge strane za svaki n ∈ N vrijedi
1 ≤ n. Stoga 2−1 /∈ N. Prema tome 2−1 /∈ Z.
Uocˇimo da iz istog razloga ni N nije potpolje od (R,+, ·).
Ako je (P,+, ·) prsten i x ∈ P onda umjesto x · x piˇsemo x2.
Korolar 2.4.4. Neka je (P,+, ·,≤) uredeni prsten. Tada za svaki x ∈ P vrijedi
0 ≤ x2.
Dokaz. Neka je x ∈ P . Tada je 0 ≤ x ili x ≤ 0. Ako je 0 ≤ x onda je 0 ≤ x · x
prema definiciji uredenog prstena (2), tj 0 ≤ x2. Ako je x ≤ 0 tada iz propozicije
1.2.12 slijedi 0 ≤ x · x. Dakle,
0 ≤ x2.
Poglavlje 3
Polje kompleksnih brojeva
Napomena 3.0.1. Od sada viˇse ne smatramo da je (R,+, ·,≤) jedno fiksirano polje
realnih brojeva.
3.1 Polje kompleksnih brojeva
Neka je (C,+, ·) polje. Kazˇemo da je (C,+, ·) polje kompleksnih brojeva ako
vrijedi sljedec´e:
1) Postoji polje realnih brojeva (R,+′, ·′,≤) takvo da je (R,+′, ·′) potpolje od
(C,+, ·).
2) Postoji i ∈ C takav da je
i2 = −1
te takav da za svaki z ∈ C postoje x, y ∈ R takvi da je
z = x + iy.
U tom slucˇaju kazˇemo da je (R,+′, ·′) realno potpolje od (C,+, ·).
Propozicija 3.1.1. Neka je (P,+, ·) polje te neka je R potpolje od (P,+, ·). Pret-
postavimo da je i ∈ P takav da i /∈ R te da su x, y, x′, y′ ∈ R takvi da je
x + iy = x′ + iy′.
Tada je x = x′ i y = y′.
27
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Dokaz. Iz x + iy = x′ + iy′ slijedi
x− x′ = (y′ − y)i.
Pretpostavimo da je y′ 6= y. Tada je y′ − y 6= 0 pa mnozˇenjem prethodne jednakosti
s (y′ − y)−1 dobivamo
(x− x′) · (y′ − y)−1 = i.
Iz x, x′ ∈ R i propozicije 2.4.2 slijedi x−x′ ∈ R. Analogno y′− y ∈ R pa prema istoj
propoziciji vrijedi (y′ − y)−1 ∈ R. Stoga je
(x− x′) · (y′ − y) ∈ R
sˇto je u kontradikciji s tim da i /∈ R. Zakljucˇujemo da je y′ = y pa iz (x−x′) = (y′−y)i
slijedi x = x′ sˇto smo i htjeli dokazati.
3.2 Izomorfizam polja
Neka su (P,+, ·) i (R,+′, ·′) polja. Za bijekciju f : P → R kazˇemo da je izomorfizam
ovih polja ako za svaki x, y ∈ P vrijedi sljedec´e:
1) f(x + y) = f(x) +′ f(y)
2) f(x · y) = f(x) ·′ f(y).
Za dva polja kazˇemo da su izomorfna ako postoji izomorfizam izmedu njih.
Lema 3.2.1. Neka su (P,+, ·) i (R,+′, ·′) izmorfna polja. Pretpostavimo da postoji
uredaj ≤ na P takav da je (P,+, ·,≤) potpuno uredeno polje. Tada postoji uredaj ≤′
na R takav da je (R,+′, ·′,≤′) potpuno uredeno polje.
Dokaz. Neka je f : P → R izomorfizam. Definirajmo binarnu relaciju ≤′ na R sa:
a ≤′ b ako je f−1(a) ≤ f−1(b). Dakle,
≤′= {(a, b) ∈ R×R | f−1(a) ≤ f−1(b)}.
Dokazˇimo da je ≤′ uredaj na R. Uzmimo a ∈ R. Vrijedi a ≤′ a zato sˇto je f−1(a) ≤
f−1(a), sˇto je posljedica toga da je relacija ≤ refleksivna na P . Prema tome ≤′ je
refleksivna na R.
Neka su a, b ∈ R takvi da je a ≤′ b i b ≤′ a. Tada je f−1(a) ≤ f−1(b) i f−1(b) ≤
f−1(a) pa je f−1(a) = f−1(b) jer je ≤ antisimetricˇna relacija na P . Stoga je a = b.
Time smo dokazali da je ≤′ je antisimetricˇna relacija na R.
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Neka su a, b, c ∈ R takvi da je a ≤′ b i b ≤′ c. Tada je f−1(a) ≤ f−1(b) i
f−1(b) ≤ f−1(c) pa je f−1(a) ≤ f−1(c) zbog tranzitivnosti relacije ≤. Stoga je a ≤′ c.
Prema tome ≤′ je tranzitivna relacija na R.
Neka su a, b ∈ R. Buduc´i da je ≤ uredaj na P vrijedi f−1(a) ≤ f−1(b) ili
f−1(b) ≤ f−1(a) pa slijedi a ≤′ b ili b ≤′ a. Prema tome ≤′ je uredaj na R.
Neka su a, b, c ∈ R takvi da a ≤′ b. Dokazˇimo da je a +′ c ≤′ b +′ c. Imamo
f−1(a) ≤ f−1(b). Iz cˇinjenice da je (P,+, ·) uredeni prsten slijedi
f−1(a) + f−1(c) ≤ f−1(b) + f−1(c).
Prema lemi 3.2.3 f−1 : R → P je izmorofizam polja pa je f−1(a +′ c) ≤ f−1(b +′ c).
Stoga je a +′ c ≤′ b +′ c.
Neka su a, b ∈ R takvi da je 0 ≤′ a i 0 ≤′ b. Dokazˇimo da je 0 ≤′ a · b. Imamo
f−1(0) ≤ f−1(a) i f−1(0) ≤ f−1(b). Iz leme 3.2.4 slijedi 0 ≤ f−1(a) i 0 ≤ f−1(b).
Koristec´i cˇinjenicu da je (P,+, ·) uredeni prsten dobivamo 0 ≤ f−1(a) · f−1(b). Kako
je f izomorfizam polja slijedi 0 ≤ f−1(a · b), tj f−1(0) ≤ f−1(a · b). Stoga je 0 ≤′ a · b.
Dakle, (R,+′, ·′,≤′) je uredeno polje.
Neka su A,B ⊆ R, A 6= 0,B 6= 0 takvi da za svaki a ∈ A i za svaki b ∈ B vrijedi
a ≤′ b. Tvrdimo da onda postoji c ∈ R takav da je a ≤′ c i c ≤′ b za svaki a ∈ A i za
svaki b ∈ B.
Definirajmo skupove C = {f−1(a) | a ∈ A} i D = {f−1(b) | b ∈ B}. Ocˇito su C i
D neprazni podskupovi od P . Neka su x ∈ C i y ∈ D. Tada postoje a ∈ A i b ∈ B
takvi da je f−1(a) = x i f−1(b) = y. Prema pretpostavci vrijedi a ≤′ b pa iz definicije
od ≤′ slijedi f−1(a) ≤ f−1(b), tj x ≤ y. Buduc´i da je (P,≤) potpuno ureden skup
postoji z ∈ P takav da je
x ≤ z i z ≤ y (3.1)
za svaki x ∈ C i za svaki y ∈ D. Definiramo c = f(z). Ocˇito je c ∈ R. Neka je a ∈ A.
Tvrdimo da je a ≤′ c. To je ekvivalentno sa f−1(a) ≤ f−1(c), tj sa f−1(a) ≤ z.
Zadnja nejednakost vrijedi prema 3.1 jer je f−1(a) ∈ C. Dakle, a ≤′ c za svaki a ∈ A.
Analogno dokazujemo da je c ≤′ b za svaki b ∈ B. Time smo dokazali da je (R,≤′)
potpuno ureden skup. Dakle, (R,+′, ·′,≤′) je potpuno uredeno polje,tj. polje realnih
brojeva.
Teorem 3.2.2. Neka je (R,+, ·,≤) neko polje realnih brojeva. Tada postoje polja
(C,+′, ·′) i (R,+′′, ·′′) takva da vrijedi sljedec´e:
1) (C,+′, ·′) je polje kompleksnih brojeva.
2) (R,+′′, ·′′) je realno potpolje od (C,+′, ·′).
3) Polja (R,+, ·) i (R,+′′, ·′′) su izomorfna.
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Dokaz. 1) Definirajmo C = R × R. Definiramo na C binarne operacije +′ i ·′ na
sljedec´i nacˇin:
(x1, y1) +
′ (x2, y2) = (x1 + x2, y1 + y2),
(x1, y1) ·′ (x2, y2) = (x1x2 − y1y2, x1y2 + x2y1)
za x1, x2, y1, y2 ∈ R. Dokazˇimo da je (C,+, ·) polje. Neka su (x1, y1), (x2, y2), (x3, y3) ∈
C. Koristec´i cˇinjenicu da je binarna operacija + asocijativna na R dobivamo
(x1, y1) +
′ [(x2, y2) +′ (x3, y3)] = (x1, y1) +′ [(x2 + x3, y2 + y3)] =
= (x1 + (x2 + x3), y1 + (y2 + y3)) = ((x1 + x2) + x3, (y1 + y2) + y3) =
= (x1 + x2, y1 + y2) +
′ (x3, y3) = [(x1, y1) +′ (x2, y2)] +′ (x3, y3).
Prema tome, binarna operacija +′ je asocijativna na C.
Znamo da je 0 ∈ R te za svaki (x, y) ∈ C vrijedi
(x, y) +′ (0, 0) = (x + 0, y + 0) = (x, y).
Isto tako,
(0, 0) +′ (x, y) = (0 + x, 0 + y) = (x, y)
za svaki (x, y) ∈ C. Prema tome (0, 0) je neutralni element za binarnu operaciju
+′ na C.
Neka je (x, y) ∈ C. Znamo da je (−x,−y) ∈ C te imamo
(x, y) +′ (−x,−y) = (x + (−x), y + (−y)) = (0, 0)
te je analogno (−x,−y) +′ (x, y) = (0, 0). Prema tome, (C,+′) je grupa.
Komutativnost binarne operacije +′ slijedi iz komutativnosti binarne operacije
+ na R. Stoga je (C,+′) Abelova grupa.
Neka su (x1, y1), (x2, y2), (x3, y3) ∈ C. Imamo
(x1, y1) ·′ [(x2, y2) ·′ (x3, y3)] = (x1, y1) ·′ (x2x3 − y2y3, x2y3 + y2x3) =
= (x1(x2x3 − y2y3)− y1(x2y3 + y2x3), x1(x2y3 + y2x3) + y1(x2x3 − y2y3)) =
= (x1x2x3 − x1y2y3 − y1x2y3 − y1y2x3, x1x2y3 + x1y2x3 + y1x2x3 − y1y2y3).
S druge strane,
[(x1, y1) ·′ (x2, y2)] ·′ (x3, y3) = (x1x2 − y1y2, x1y2 + y1x2) ·′ (x3, y3) =
= [(x1x2− y1y2) · x3− (x1y2 + y1x2) · y3, (x1x2− y1y2) · y3 + (x1y2 + y1x2) · x3] =
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= (x1x2x3 − x1y2y3 − y1x2y3 − y1y2x3, x1x2y3 + x1y2x3 + y1x2x3 − y1y2y3).
Prema tome,
(x1, y1) ·′ [(x2, y2) ·′ (x3, y3)] = [(x1, y1) ·′ (x2, y2)] ·′ (x3, y3).
pa je binarna operacija ·′ asocijativna na C. Komutativnost operacije ·′ slijedi
iz komutativnosti operacije · na R.
Imamo
(x1, y1) ·′ [(x2, y2) +′ (x3, y3)] = (x1, y1) ·′ (x2 + x3, y2 + y3) =
= (x1 · (x2 + x3)− y1 · (y2 + y3), x1 · (y2 + y3) + y1(x2 + x3)) =
= (x1x2 + x1x3 − y1y2 − y1y3, x1y2 + x1y3 + y1x2 + y1x3).
S druge strane,
[(x1, y1) ·′ (x2, y2)] +′ [(x1, y1) ·′ (x3, y3)] =
= (x1x2 − y1y2, x1y2 + y1x2) +′ (x1x3 − y1y3, x1y3 + y1x3) =
= x1x2 + x1x3 − y1y2 − y1y3, x1y2 + x1y3 + y1x2 + y1x3).
Prema tome,
(x1, y1) ·′ [(x2, y2) +′ (x3, y3)] = [(x1, y1) ·′ (x2, y2)] +′ [(x1, y1) ·′ (x3, y3)].
pa vrijedi distributivnost operacije ·′ u odnosu na +′ na C. Dokazali smo da je
(C,+′, ·′) komutativan prsten.
Neutralan element za mnozˇenje je par (1, 0), tj za svaki (x, y) imamo
(x, y) ·′ (1, 0) = (x · 1− y · 0, x · 0 + y · 1) = (x, y)
i
(1, 0) ·′ (x, y) = (1 · x− 0 · y, 1 · y + 0 · x) = (x, y).
Dakle, (C,+′, ·′) je komutativan prsten s jedinicom. Za svaki (x, y) 6= (0, 0), tj
x2 + y2 6= 0 definiramo a = ( x
x2+y2
, −y
x2+y2
). Vrijedi
(x, y)·a = (x, y)·( x
x2 + y2
,
−y
x2 + y2
= (
x · x− y · (−y)
x2 + y2
,
x · (−y) + y · x
x2 + y2
) = (1, 0).
Dakle, (C,+′, ·′) je polje. Uocˇimo da za sve x, y ∈ R vrijedi:
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1) −(x, y) = (−x,−y)
2) ako je (x, y) 6= (0, 0) onda je (x, y)−1 = ( x
x2+y2
, −y
x2+y2
).
2) Definirajmo R = {(x, 0) | x ∈ R}. Tvrdimo da je R potpolje od (C,+′, ·′).
Neka su u, v ∈ R. Tada je u = (x, 0) i v = (y, 0) gdje su x, y ∈ R. Imamo
u− v = u +′ (−v) = (x, 0) +′ (−y, 0) = (x− y, 0).
Dakle, u− v ∈ R. Vrijedi
u · v = (x, 0) ·′ (y, 0) = (x · y − 0, x · 0 + 0 · y) = (x · y, 0).
Dakle, u · v ∈ R. Pretpostavimo da je u 6= (0, 0). Tada je x 6= 0 pa je
u1 = (x, 0)−1 = (
x
x2
,
0
x2
) = (x−1, 0)
jer je x
x2
= x · (x2)−1 = x · (x ·x)−1 = x ·x−1 ·x−1 = x−1. Prema propoziciji 2.4.2
zakljucˇujemo da je R potpolje od (C,+′, ·′). Stoga postoje binarne operacije
+′′ i ·′′ na R takve da je (R,+′′, ·′′) potpolje od (C,+′, ·′). Tvrdimo da su
polja (R,+, ·) i (R,+′′, ·′′) izomorfna. Definirajmo funkciju f : R → R sa
f(x) = (x, 0). Ako su x1, x2 ∈ R takvi da je x1 6= x2, onda je (x1, 0) 6= (x2, 0),
tj f(x1) 6= f(x2). Dakle, f je injekcija. Neka je y ∈ R. Tada postoji x ∈ R
takav da je y = (x, 0). Stoga je y = f(x). Prema tome, f je surjekcija. Dakle,
f je bijekcija. Neka su x, y ∈ R. Imamo
f(x + y) = (x + y, 0) = (x, 0) +′ (y, 0) = (x, 0) +′′ (y, 0) = f(x) +′′ f(y).
Dakle,
f(x + y) = f(x) +′′ f(y),
za sve x, y ∈ R. Neka su x, y ∈ R. Imamo
f(x)·′′f(y) = (x, 0)·′′(y, 0) = (x, 0)·′(y, 0) = (x·y−0, x·0+0·y) = (x·y, 0) = f(x·y).
Dakle,
f(x · y) = f(x) ·′′ f(y),
za sve x, y ∈ R. Prema tome, f je izomorfizam polja (R,+, ·) i (R,+′′, ·′′).
Prema lemi 3.2.1 postoji uredaj ≤′ na R takav da je (R,+′′, ·′′,≤′′) potpuno
uredeno polje, tj polje realnih brojeva. Definiramo i = (0, 1). Vrijedi i2 =
(0, 1) ·′ (0, 1) = (0 · 0− 1 · 1, 0 · 1 + 1 · 0) = (−1, 0) = −(1, 0). Dakle, i2 = −(1, 0),
a (1, 0) je jedinica u polju (C,+′, ·′) (tj neutralni element za operaciju ·′).
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Neka je z ∈ C. Imamo z = (x, y), gdje su x, y ∈ R. Definiramo u = (x, 0) i
v = (y, 0). Ocˇito su u, v ∈ R. Vrijedi
u+′i·′v = (x, 0)+′(0, 1)·′(y, 0) = (x, 0)+′(0·y−1·0, 0·0+1·y) = (x, 0)+′(0, y) = (x, y) = z.
Dakle, za svaki z ∈ C postoje u, v ∈ R takvi da je z = u+′ i ·′ v. Zakljucˇujemo da je
(C,+′, ·′) polje kompleksnih brojeva te da je (R,+′′, ·′′) njegovo realno potpolje koje
je izomorfno sa (R,+, ·).
Lema 3.2.3. Neka su (P,+, ·) i (R,+′, ·′) polja te neka je f : P → R izomorfizam
tih polja. Tada je f−1 : R→ P izomorfizam polja (R,+′, ·′) i (P,+, ·).
Dokaz. Jasno je da je f−1 bijekcija. Treba josˇ dokazati da je
f−1(a +′ b) = f−1(a) + f−1(b) (3.2)
i
f−1(a ·′ b) = f−1(a) · f−1(b) (3.3)
za sve a, b ∈ R.
Neka su a, b ∈ R. Definiramo u = f−1(a +′ b), v = f−1(a) + f−1(b). Zˇelimo
dokazati da je u = v (dakle da vrijedi (3.2).) U tu svrhu dovoljno je dokazati da je
f(u) = f(v). (jer je f injekcija) Imamo
f(u) = a +′ b,
a koristec´i cˇinjenicu da je f izomorfizam dobivamo
f(v) = f(f−1(a) + f−1(b)) = f(f−1(a)) + f(f−1(b)) = a +′ b.
Prema tome f(u) = f(v), tj u = v. Analogno dokazujemo da vrijedi i jednakost
(3.3).
Lema 3.2.4. Neka su (P,+, ·) i (R,+′, ·′) polja te neka je f : R→ P izomorfizam tih
polja. Neka je 0P neutralni element za operaciju + te neka je 0R neutralni element
za operaciju +′. Tada je f(0P ) = 0R.
Dokaz. Uocˇimo prvo sljedec´e: ako je x ∈ R takav da je x = x +′ x tada je x = 0R.
Naime, iz x = x +′ x slijedi
(−x) +′ x = (−x) +′ (x +′ x)
sˇto povlacˇi 0R = x. Iz cˇinjenice da je f izomorfizam slijedi f(0P+0P ) = f(0P )+
′f(0P ),
tj f(0P ) = f(0P ) +
′ f(0P ) pa prema dokazanom imamo da je f(0P ) = 0R.
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Lema 3.2.5. Neka su (P,+, ·) i (R,+′, ·′) polja te neka je f : P → R izomorfizam
ovih polja. Neka je 1P neutralni element s obzirom na operaciju · te neka je 1R
neutralni element s obzirom na operaciju ·′. Tada je f(1P ) = 1R. Nadalje neka je
x ∈ P . Tada je f(−x) = −f(x).
Dokaz. Buduc´i da je f bijekcija postoji x ∈ P takav da je 1R = f(x). Imamo
f(1P ) = f(1P ) ·′ 1R = f(1P ) ·′ f(x) = f(1P · x) = f(x) = 1R.
Dakle, f(1P ) = 1R.
Imamo 0P = x+(−x) pa je f(0P ) = f(x+(−x)). Iz leme 3.2.4 slijedi f(0P ) = 0R
pa je 0R = f(x) +
′ f(−x). Kad ovoj jednakosti dodamo −f(x) s lijeve i desne strane
dobivamo −f(x) = f(−x).
3.3 Prosˇirenje polja realnih brojeva do polja
kompleksnih brojeva
Propozicija 3.3.1. Neka su (A,+, ·), (B,+′, ·′), (D,+′′, ·′′) polja. Neka je C skup
takav da je A ⊆ C te neka je f : C → D bijekcija takva da je f(A) ⊆ B. Pretpos-
tavimo da za sve x, y ∈ A vrijedi f(x + y) = f(x) +′ f(y) i f(x ·′ y) = f(x) ·′ f(y).
Nadalje pretpostavimo da je (B,+′, ·′) potpolje od (D,+′′, ·′′). Tada postoje binarne
operacije ⊕ i ∗ na C takve da je (C,⊕, ∗) polje te da je (A,+, ·) potpolje od (C,⊕, ∗)
i da je f izomorfizam polja (C,⊕, ∗) i (D,+′′, ·′′).
Dokaz. Za x, y ∈ C definiramo
x⊕ y = f−1(f(x) +′′ f(y)) (3.4)
i
x ∗ y = f−1(f(x) ·′′ f(y)). (3.5)
Tvrdimo da je (C,⊕, ∗) polje te da je f izomorfizam polja (C,⊕, ∗) i (D,+′′, ·′′). Iz
(3.4) i (3.5) slijedi da je
f(x⊕ y) = f(x) +′′ f(y) (3.6)
i
f(x ∗ y) = f(x) ·′′ f(y) (3.7)
za sve x, y ∈ C. Stoga je dovoljno dokazati da je (C,⊕, ∗) polje. Neka su x, y, z ∈ C.
Definirajmo u = (x⊕ y)⊕ z i v = x⊕ (y ⊕ z). Tvrdimo da je u = v. Dovoljno je u
tu svrhu dokazati da je f(u) = f(v) (jer je f injekcija). Koristec´i (3.6) dobivamo
f(u) = f((x⊕ y)⊕ z) = f(x⊕ y) +′′ f(z) = ((f(x) +′′ f(y)) +′′ f(z).
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S druge strane
f(v) = f(x⊕ (y ⊕ z)) = f(x) +′′ f(y ⊕ z) = f(x) +′′ ((f(y) +′′ f(z)).
Iz cˇinjenice da je +′′ asocijativna binarna operacija na D slijedi f(u) = f(v). Stoga
je u = v. Dakle, ⊕ je asocijativna binarna operacija na C. Analogno dobivamo
da je binarna operacija ⊕ komutativna te da je binarna operacija ∗ asocijativna i
komutativna na C. Neka je 0 neutralni element za operaciju ·′′. Tvrdimo da je
f−1(0) neutralni element za ⊕.
Neka je x ∈ C. Imamo
x⊕ f−1(0) = f−1(f(x) +′′ f(f−1(0)) = f−1(f(x) +′′ 0) = f−1(f(x)) = x.
Dakle, x ⊕ f−1(0) = x, a zbog komutativnosti operacije ⊕ vrijedi f−1(0) ⊕ x = x.
Prema tome, f−1(0) je neutralni element za operaciju ⊕. Analogno dobivamo da je
f−1(1) neutralni element za binarnu operaciju ∗ pri cˇemu je 1 neutralni element za
binarnu operaciju ·′′. Neka je x ∈ C. Definirajmo y = f−1(−f(x)). Vrijedi
x⊕y = f−1(f(x)+′′f(y)) = f−1(f(x))+′′f(f−1(−f(x))) = f−1(f(x)+′′(−f(x)) = f−1(0).
Dakle, x⊕ y = f−1(0). Zakljucˇujemo da je (C,⊕) Abelova grupa.
Neka su x, y, z ∈ C. Neka je u = (x ⊕ y) ∗ z i v = x ∗ z ⊕ y ∗ z. Tvrdimo da je
u = v. Koristec´i 3.6 i 3.7 dobivamo
f(u) = f((x⊕ y) ∗ z) = f(x⊕ y) ·′′ f(z) = (f(x) +′′ f(y)) ·′′ f(z) =
= f(x) ·′′ f(z) +′′ f(y) ·′′ f(z) = f(x ∗ z) +′′ f(y ∗ z) = f((x ∗ z)⊕ (y ∗ z)) = f(v).
Dakle, f(u) = f(v) pa je u = v. Zakljucˇujemo da je operacija ∗ distributivna u
odnosu na operaciju ⊕.
Neka je x ∈ C takav da je x 6= f−1(0). Tada je f(x) 6= 0. Derfiniramo y =
f−1(f(x)−1). Imamo
x∗y = f−1(f(x)·′′f(y)) = f−1(f(x)·′′f(f−1(f(x)−1))) = f−1(f(x)·′′(f(x)−1) = f−1(1).
Dakle, x ∗ y = f−1(1). Prema tome, za svaki x ∈ C takav da je x 6= f−1(0) postoji
y ∈ C takav da je x ∗ y = f−1(1). Zakljucˇujemo da je (C,⊕, ∗) polje. Preostaje josˇ
dokazati da je (A,+, ·) potpolje od (C,⊕, ∗). Neka su x, y ∈ A. Oznacˇimo u = x+ y
i v = x⊕y. Tada je f(u) = f(x+y) = f(x) +′ f(y) i f(v) = f(x⊕y) = f(x) +′′ f(y).
Zbog f(A) ⊆ B vrijedi f(x), f(y) ∈ B pa iz cˇinjenice da je (B,+′, ·′) potpolje od
(D,+′′, ·′′) slijedi da je f(x)+′ f(y) = f(x)+′′ f(y). Stoga je f(u) = f(v) pa je u = v.
Dakle, x + y = x ⊕ y. Analogno se dokazˇe da je x · y = x ∗ y. Zakljucˇujemo da je
(A,+, ·) potpolje od (C,⊕, ∗).
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Lema 3.3.2. Neka su A i B skupovi te neka je f : A→ B bijekcija. Pretpostavimo
da je D skup takav da je B ⊆ D. Tada postoji skup C takav da je A ⊆ C i bijekcija
g : C → D takva da je g(x) = f(x), za svaki x ∈ A.
Dokaz. Definirajmo A′ = {y | ∃x takav da je (x, y) ∈ A}. Odaberimo z takav da
z /∈ A′. Tvrdimo da su skupovi (D \ B) × {z} i A disjunktni. Pretpostavimo
suprotno, tj. da ovi skupovi nisu disjunktni. Dakle, postoji a ∈ ((D \B)×{z})∩A.
Slijedi da je a ∈ (D \ B)× {z} i a ∈ A. Slijedi a = (x, z), gdje je x ∈ D \ B. Stoga
je (x, z) ∈ A pa slijedi z ∈ A′. To je u kontradikciji s cˇinjenicom da z /∈ A′. Dakle,
skupovi (D \B)× {z} i A su disjunktni.
Definirajmo C = ((D\B)×{z})∪A. Definiramo funkciju h : (D\B)×{z} → D\B
na sljedec´i nacˇin: h(d, z) = d. Ako su x1, x2 ∈ (D \ B) × {z} takvi da je x1 6= x2,
onda imamo x1 = (d1, z) i x2 = (d2, z) gdje su d1, d2 ∈ D \ B. Iz x1 6= x2 slijedi
d1 6= d2, tj. h(x1) 6= h(x2). Stoga je h injekcija. Ako je d ∈ D \B, tada je h(d, z) = d
pa je ocˇito h surjekcija. Dakle, h je bijekcija.
Definirajmo funkciju g : C → D na sljedec´i nacˇin:
g(x) =
{
f(x), x ∈ A
h(x), x ∈ (D \B)× {z}
Ocˇito je g(x) = f(x) za svaki x ∈ A. Tvrdimo da je g bijekcija. Neka su x1, x2 ∈ C
takvi da je x1 6= x2. Imamo nekoliko slucˇajeva:
1) x1 ∈ (D\B)×{z} i x2 ∈ A. Tada je g(x1) = h(x1) ∈ D\B i g(x2) = f(x2) ∈ B
pa je ocˇito g(x1) 6= g(x2)
2) x1 ∈ A i x2 ∈ (D \B)× {z}. Analogno dobivamo g(x1) 6= g(x2).
3) x1 ∈ A i x2 ∈ A. Imamo g(x1) = f(x1) i g(x2) = f(x2), a f(x1) 6= f(x2) jer je
f injekcija. Stoga je g(x1) 6= g(x2).
4) x1 ∈ (D \B)×{z} i x2 ∈ (D \B)×{z}. Iz cˇinjenice da je h injekcija slijedi da
je g(x1) 6= g(x2).
Zakljucˇujemo: g je injekcija. Neka je y ∈ D. Promotrimo 2 slucˇaja:
1) y ∈ D \ B. Buduc´i da je h surjekcija postoji x ∈ (D \ B) × {z} takav da je
y = h(x). Slijedi y = g(x).
2) y ∈ B. Buduc´i da je f surjekcija postoji x ∈ A takav da je y = f(x). Slijedi
y = g(x).
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U oba slucˇaja postoji x ∈ C takav da je g(x) = y. Prema tome g je surjekcija.
Zakljucˇujemo: g je bijekcija.
Teorem 3.3.3. Neka je (R,+, ·,≤) polje realnih brojeva. Tada postoji polje komplek-
snih brojeva (C,+′, ·′) takvo da je (R,+, ·) realno potpolje od (C,+′, ·′).
Dokaz. Prema teoremu 3.2.2 postoje polja (C,+′, ·′) i (R,+′′, ·′′) takva da je (C,+′, ·′)
polje kompleksnih brojeva, (R,+′′, ·′′) njegovo realno potpolje te postoji funkcija f :
R→ R takva da je f izomorfizam polja (R,+, ·) i (R,+′′, ·′′). Posebno, f je bijekcija i
vrijedi R ⊆ C. Prema lemi 3.3.2 postoji skup C takav da je R ⊆ C te postoji bijekcija
g : C → C takva da je g(x) = f(x), za svaki x ∈ R. Uocˇimo da je g(R) ⊆ R(naime
ako je x ∈ R, onda je g(x) = f(x) ∈ R).
Nadalje, ako su x, y ∈ R onda je
g(x + y) = f(x + y) = f(x) +′′ f(y) = g(x) +′′ g(y),
dakle, g(x+y) = g(x)+′′g(y). Analogno dobivamo da je g(x ·y) = g(x) ·′′g(y). Prema
propoziciji 3.3.1 postoje binarne operacije ⊕ i ∗ na C takve da vrijedi sljedec´e:
1) (C,⊕, ∗) je polje
2) g je izomorfizam polja (C,⊕, ∗) i (C,+′, ·′)
3) (R,+, ·) je potpolje od (C,⊕, ∗)
Tvrdimo da je (C,⊕, ∗) polje kompleksnih brojeva te da je (R,+, ·) njegovo realno
potpolje. Znamo da je (C,+′, ·′) polje kompleksnih brojeva te da je (R,+′′, ·′′) njegovo
realno potpolje. Stoga postoji i ∈ C takav da je i2 = −1C te da za svaki w ∈ C postoje
u, v ∈ R takvi da je w = u +′ i ·′ v. Imamo i ·′ i = −1C pa je g−1(i ·′ i) = g−1(−1C).
Koristec´i lemu 3.2.3 i lemu 3.2.5 dobivamo g−1(i) ∗ g−1(i) = −1C. Oznacˇimo iC =
g−1(i). Dakle, iC ∗ iC = −1C . Neka je z ∈ C. Zˇelimo dokazati da postoje x, y ∈ R
takvi da je z = x ⊕ iC ∗ y. Imamo g(z) ∈ C pa postoje u, v ∈ R takvi da je
g(z) = u +′ i ·′ v. Buduc´i da je f : R → R bijekcija postoje x, y ∈ R takvi da je
u = f(x) i v = f(y). Koristec´i cˇinjenicu da je g−1 izomorfizam dobivamo:
z = g−1(u+′ i ·′ v) = g−1(f(x)+′ i ·′ f(y)) = g−1(f(x))⊕g−1(i)∗g−1(f(y)) = x⊕ iC ∗y.
Dakle, z = x⊕ iC ∗ y.
Zakljucˇak: (C,⊕, ∗) je polje kompleksnih brojeva i (R,+, ·) je njegovo realno
potpolje.
Bibliografija
[1] S.Kurepa, Matematicˇka analiza 1, Sˇkolska knjiga, Zagreb, 1997.
[2] B.Pavkovic´, D.Veljan, Elementarna matematika 1, Tehnicˇka knjiga, Zagreb, 1992.
38
Sazˇetak
Ovaj diplomski rad podijelili smo na tri poglavlja. U prvom poglavlju definiraju se
osnovni pojmovi kao sˇto su binarne relacije i operacije te grupe i prsteni. U drugom
poglavlju smo se bavili skupovima brojeva; skupom prirodnih, cijelih i racionalnih
brojeva te smo uveli pojam potpolja. U trec´em smo poglavlju definirali polje komplek-
snih brojeva te prikazali jedno prosˇirenje polja realnih brojeva do polja kompleksnih
brojeva.
Summary
This diploma thesis is divided into three chapters. In first chapter we define basic
notions; binary relations and operations and also some basic algebraic structures;
groups and rings. In second chapter we examine sets of numbers; natural numbers,
integers and rational numbers and we define subfield. In third chapter we define field
of complex numbers and we represent one extension of real numbers field to the field
of complex numbers.
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